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0. INTRODUCTION 
Le but de cet article est de construire des parametrixes pour des operateurs 
pseudodifferentiels dans un ouvet X de R?, a caracteristiques multiples d’ordre 
k et hypoelliptiques avec perte de k/2 d&i&es, mais ne verifiant pas les 
hypotheses de Boutet de Monvel([3] et [4]), q ui suppose que le symbole princi- 
pal est non nul en dehors d’un cone lisse ,Z de T*X\{O} et qu’il s’annule exacte- 
ment a l’ordre k sur ,Z. Un grand nombre de cas ont et& trait& avec des methodes 
pseudo-differentielles ou d’inegalites a priori: [l], [2], [j], [7], [!?I, [lo], [!I]. 
Les modeles les plus simples des operateurs que nous Ctudions ici sont: 
P(x, t, D,, DJ = Dt2 + (t2 + x~)~ Dz2 + AD, (0.1) 
-f'(tl , t, , D, , QI , Dt,) = DX + DF2 + (t,' + t,', 0," f A& (0.2) 
Plus gCnCra.lement, on se place dans le cadre suivant. Soit X un ouvert de 
If@, on considhre deux sous-c8nes lisses transverses EI et Z2 dans T*X\O. 
Localement les surfaces Zi sont definies par des equations: 
Uil zzz --* zzz Ujvj = 0, j = 1,2 (03) 
ou les ujk sont des fonctions Cra homogenes de degre 0 telles que les differentielles 
sont lineairement independantes. On considere des operateurs pseudodifferen- 
tiels sur X, dont le symbole total admet un developpement asymptotique: 
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oh pour tout entier j, a,-jla est homogene de degre (VI -j/2) en 5. On pose: 
Au voisinage d’un point (s, E) de ZI n Zp , on choisit un systeme de coordonnees 
( Zll 3 zip , ‘u, r) avec (ur , z12 , V) (resp. r) homogbne de degre 0 resp. de degre 1); 
oh ,Zj (j = 1,2) est defini par (0.3). On pose alors: 
DEFINITION 0.1. (cf. Prop. 1.1.2 et Section 7). Soit k un entier positif, 
et p un entier superieur ou Cgal 5 2, et nz un nombre reel. On designe 
par 9Yz,“(X, Z; , &), l’ensemble des symboles a(x, 0 tels que, pour tout ueo 
dans W, tout point (0, 0, z’, 1.) de Er n Zz , la limite de 
esiste, lorsque T tend vers 0. On designerea alors par oFV,,)(a, ~~0) cette limite. 
Une definition plus intrinseque est donnee par la Proposition 1.1.2, et le lien 
avec cette definition est precisee en Section 7. 
On se propose de donner des conditions suffisantes d’hypoellipticite avec 
perte de k/2 dCrivCes pour des operateurs pseudodifferentiels a(x, D) oti a(x, 5) 
est dans ‘!XI~~~(X, L’r , ZJ. 0 n remplace la condition d’ellipticite transverse 
de [3] et [4] par la condition suivante: le symbole principal a,(x, 0 est elliptique 
en dehors de 2; f~ Zt et au voisinage de chaque point de ZI n L’a , il esiste une 
constante c strictement positive telle que: 
On demontre dans cet article le theoreme suivant: 
THJ?OR$ME 0.2. Soit a(x, D,) un opkrateur pseudod$&entiel dont le symbole 
a(x, f) est duns RF-“(X, El , Z2) et v&$e (0.5). Alors a(.x, D& est hypoelliptique 
avec perte de k/2 d&ivtfes, si et seulement si, en tout point (0, 0, z’, rj de .& CT & , 
et pow tout u2 duns K!+, l’ophateur 
est invertible a gauche duns 9’“‘(W). 
Dam ce cas, a(x, D,) admet une parametuixe dans la classe OPS<Yc’l”,l”(X) 
de Hiirmander. 
Ce resultat est analogue a celui de [4] dans le cas d’un seul cone 2. Dans le 
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cas des modtles (0.1) et (0.2), 1 a condition d’inversibilid est Cquivalente B la 
condition sun-ante: 
V.Y E R> Ker(D,” + (t” + x2)7; 5 A) n .9(R) = 0 WI 
Vi, E R, VT-, E R, Ker(Dfl + 7g2 + (t12 + t,') 1 A) n .Y(R) = 0 (0.7) 
Les techniques utilisies sont celles de Boutet de Monvel [3], developpees dans 
141. L’idCes de considerer deux cones Z; et & vient de [7]. 
Cependant, dans [7], les operateurs consider& sont caracteristiques sur la 
reunion de deux cones ,Zi , Zz , alors qu’ici, nous regardons des operateurs 
caracteristiques sur l’intersection de ,X1 et Za , mais qui ne verifient pas 
l’hypothese d’ellipticid transversale prise dans [3], [4]. On peut se demander a 
bon droit si les techniques de Beals ([l], [2]) ne simplifieraient pas notre etude, 
Disons simplement qu’une telle demarche est adopt&e dans [l l] et qu’elle 
permettrait de traiter par esemple les modeles (0.1) et (0.3). Dans le cadre 
oit nous nous placons ici, il faudrait introduire des classes de Beak oh les majo- 
rations n’interriendraient plus sur les d&i&es en x et 5 des symboles, mais sur 
l’action de champs de vecteurs plus generaus sur ces symboles. Une telle etude 
n’a pas encore CtC faite dans un cadre general; C’est pourquoi, nous nous sommes 
places dans un formalisme plus proche conceptuellement de celui de Boutet 
de Mom-e1 [3]. L’article est organise comme suit: 
Les Sections l a 5 sont consacrees a l’btude d’une sous-clase de OPS,‘T,,.,(X) 
contenant Ies parametrixes des operateurs consider&. 
En Section 1, on introduit une classe de symboles Sc’,k( CT, Z; , ,Z2) sur un 
cone li de man&e invariante par diffeomorphisme. 
La Section 2 donne des majorations pour des intlgrales oscillantes associees 
a ces symboles. La demarche est parallele B celle de [7]. 
En Section 3, on Ctudie la classe d’operateurs pseudodifferentiels correspon- 
dant aux sy-mboles introduits en Section 1. 
La Section 4 introduit l’operateur n, . 
En Section 5, on donne un CnoncC plus precis du Theo&me (0.1). On ram&e 
la demonstration de la condition suffisante, a l’etude d’une classe d’operateurs 
differentiels a coefficients polynomiaux, dependant dun paramkre. Cette 
etude est me&e en Section 6, ou l’on utilise largement les techniques de [4]. 
En Section 7, on demontre la condition necessaire du ThCorkme (O.l), en 
applicant un theoreme de [8], utilise dans les cironstances analogues dans 
C41, Fd et L91. 
En Section 8, on suggere des gkkralisations possibles. 
Enfin en Section 9, on donne quelques exemples, generalisant les exemples 
(0.1) et (0.2). 
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1. DEFINITION D'UNE CLAUSE DE SYMBOLS 
1.1 Quelques notations 
On consider-e un cone U C” de dimension N + 1 et .& (i = 1,2) deux sous- 
cones fermes C” transverses de codimension vi . On entend par transverse, 
qu’il existe localement des fonctions Cm sur U homogenes de degre 0: 
Zlll ;...; Ul”, ; u21 ,..., U$ I telles que les formes lineaires dU<j sont lineairement 
independantes et telles que LYz soit definie par: 
Uil = O,-.., Ufvi = 0 
11 existe alors un systeme de coordonnees locales (zcr , zla , ZJ, r), oti v1 ,..., z.,,+-~~ 
sont des fonctions Ccc‘ homogenes de degrt 0 et Y est homogene de degre 1 
strictement positive. 
Soit p un entier superieur ou Cgal a 2. Si U est le cone RN x R, , dont la 
variable est notee (zcr , u:, , v, r) E W X LF?F x RN-Y1-Y2 X R, , si Z< est le sous 
cone defini par ui = 0, on d&nit une fonction dz dans U par: 
(1.1.1) 
Si U est un cone arbitrarire, si p est un entier superieur ou Cgal a 2, et si Zi 
et ,X2 sont deux sow-cones Cm fermes transverses de U, de codimension vi , 
il existe une fonction d2 Cm sur U, telle que pour tout sysdme de coordonnees 
locales (ur , ua , v, 1,) oti L’r est definie par ui = 0, on ait: 
(1.1.2) 
Si f et g sont deux fonctions Cm sur 17, on dira quef ,< g si dans tout sous-cone 
V de U a base compacte, il existe c > 0 et y0 > 0 tels que: f < cg pour Y > T,, 
dans V. 
Nous allons definir une classe de symboles sur U, d’abord dans le cas du 
du cone RN x lR+, puis dans le cas gCnCra1. 
1.2 D$inition du modt?le local 
Soit U le cone [w”l x Iwy? x RN--vl-vn x Rf, dont la variable est notee 
(ul , u2 , v, Y). Soit Zi (i = 1, 2) 1 e sous-cone defini par u.~ = 0. Soient m et k 
deux reels et p un entier superieur ou Cgal B 2. 
DEFINITION 1.2.1. On designe par Sr,“( U, .X1 , ZJ l’espace de FrCchet 
de toutes les fonctions a(z+ , u2 , v, T) Cm sur U telles que, pour tout multi- 
indice (01~ , 01~ , ,B, p) E NV1 x NV1 x NN--ul-v~ x N, on ait: 
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L’irkgalitt 
entraine l’inclusion 
(1.2.1) 
(1.22) 
Remarquons enfin que si a E S~1~‘l et 6 E Szr~~z, on a: 
PROPOSITION 1.2.2. Soit k un entier positzy et a un symbole classique admettant 
un d6veloppemen.t asymptotique: a N Cr a,-j:, , ozi urnpilL est Cm homog&e de 
degre’ m - j/2; 
Alon a est duns S;z”T”(U, Z; , ,ZJ si et seulement si a appa&nt ri la classe 
%TPrz(U, .X1 , Z.J d&inie de la man&e suivante: 
Pour tout j < k, a,,-jj@ admet au voisinage de chaque point de C, n .Zz zm 
d&eloppement : 
am-jl.2(ul , u2 , 7&y)= c aLYB3 @l 9 ug , vi, Y) u1JiQ (1.2.3) 
jal+lR!ul=k-j 
03 axRj est Ce SW U homogkne de degrP’ m -j/2. 
Dt%nonstration. On voit que (1.2.3) est Cquivalent & 
sur El n -Z2 si 1 01~ 1+ I a2 I/p < (k -j),- (3.2.4) 
(a) La condition (1.2.3) est n&essaire. 
sur ZI n Z2 , oti dz = r-112, 
On a agaza dans S~J+l%-l~2/~/ done 
? 
D’ofj a% @za u1 zc2 m--j!2 = 0, si: 
m-j/2>m-$k+y+y 
c’est h dire (1.2.4) 
(b) La condition (1.2.3) est sufisante. Si a est dans ‘%~~li, on a, pour Y &gal 1: 
/ a~at~av@r~a,n-j,2 1 < ~(1 u1 1 + j u2 I,)(r-j-!,li-(l~zl/rr))i. 
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Comme a;;a;;a.uf3ar~aa,-,!, est homogene de degre m -j/2 - p, on a: 
1 a;;a;ga,“a,~ai,z-j,2 1 5 f-f+jyj u1 j + 1 u2 liL)(k.-j-l,ll-(lu21IC())t 
Si on observe que: 
et: 
,.-jdpj ( 1 - T 
on en deduit aisement la proposition 1.2.2. 
PROPOSITION 1.2.3. Soit X un champ de vecteurs b coefficients C” homogine 
de degrb 0. 
(1) X est continu de SF,‘( U, & , &) dans ST,‘-‘. 
(2) Si X est tangent h .EI , X est con&u de Sr9” duns S~V’-~I~. 
(3) Si X est tangent ci & et &. , X est continu de S;lml’ duns l&n&me. 
DtGnonstration. En general, on peut Ccrire: 
oh ai1 , aj2 , b, et c sont des fonctions Cic homogenes de degre 0, done dans 
Si’O. On verifie alors facilement (1). 
Si X est tangent B Zr , les fonctions arj s’annulent sur Z; , elles sont done dans 
SE>l; on verifie ainsi (2). 
Si X est tangent a ZI et .Z2 , on verifie de plus que aj2 est dans SEVr!U, d’oti (3). 
1.3 Dt@‘tion invarian te 
Soit maintenant U un cone arbitrarire, p un entier >l, ZI et .Za deux sous- 
cones fermes transverses de codimension vi . d, est definie en (I. 1.1). On pose la 
DEFINITION 1.3.1. Soient m et k des Gels, on d&ne par Sz>“(U, .& , &), 
l’espace de Frichet de toutes les fonctions Cm sur U telles que, pow tous champs 
de vecteurs, Cm, homogPnes de degre’ 0, Xi (i = l,..., ~3, Yi (i = I,..., p2), 2, 
(i = l,..., q), avec ITi tangent b JTI (i = 1 ,..., p2) et Zi tangent 2 Z; et E2 (i = l,..., q), 
on ait: 
I XI ... x,, Yl ... Yol z, ... z, a , /$ r~&-t+b&‘) (1.3.1) 
On obtient aisement: 
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PROPOSITION 1.3.2. Soit U’ UPZ second c&e C”, @p: U’ + U ulae application 
Cm, lzomogkne de de@ 1, trausvmse & Z; , J$ , et .Zl IT .& , et posor~ 
,z; = @-y&i>, i = 1, 2 
PROPOSITION 1.3.3. Soit aj dam SFPilzPkPj une suite arbitraire. Aloes ib 
existe a dans SF’” tel que pow tout N, a - Ci aj soit dans Sr-Nf2’k-N. 0% renvoie 
& [3] pour une dkmonstration de ce point. 
1.4 Les symboles d’Hermite 
Soient Li un cone, et & , ,E!a deux sous-cones C’” fermes transverses de U. 
On pose 
~yz = n s;-j.-2j (1.4.1) 
j 
Cette definition est bien entendu inspiree de [37. Si a est dans C?(U), a est 
dans XT, si et seulement si, pour tous champs de vecteurs Cm, homogenes de 
degre 0, Xi (i = l,..., p,), Yi (i = I,..., ps), Zi (i = I,..., q) wet Yi tangent a 
Zr et Zi tangent a ZI et &, , et pour tout entierj: 
Si U est le cone R+ x RN, dont la variable est notee (ul , a2 , ~1, 1.) comme en 
Section 1.2, on a: 
(1.4.3) 
et (1.4.2) est equivalent 5: 
Pour tous multiindices ol, , c+ , PI , p2 , y  et pour tout entier p: 
1rr-P-(~a~l/2)-(Ia~l!Zr;)+(15~1/2);(15silerc) (1.4.4) 
2. ESTIMATIONS POUR DES INT~GRALRS OSCILLANTES 
Soit U un cone Cm, A un sous-cone Cm ferme, & et & deux sous-cBnes Cm 
fermes de U contenus dans A. 
On d&nit les fonctions d, et dn telles que, dans tout systeme de coordonnees 
locales (2~ , u, , v, z, T) de U, tel que A soit definie par (z = 0), et .& par 
(ui = 0, z = 0), on ait: 
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dA2*-&/2+r-1<dA2 
1 
(2.2) 
On pose la definition suivante (cf. [3] et [7]): 
DEFINITION 2.1. Soient m, k, & on dbigne par QS~~k*e( U, .El , ,E2 , A), 
l’ensemble de toutes les fonctions a, C” sur U, telles que, pour tous champs de 
vecteurs homogenes de degre 0, Xl ,..., XP1 , Yl ,..., YP, , 2, ,..., 2, , W, ,..., W, , 
avec Xi tangent a A, Yi tangent a A et Z; , .Zi tangent a A, Z; et Z2 , on ait: 
(2.3) 
On tcrira QS7T1*k*e s’il n’y a pas d’ambiguitt On a 
Les resultats suivants sont immediats: 
Si a est dans QSm*kJ et b est dans QSnl’*k’J’, alors a - b est dans 
Q,CjW+“‘.l.+k’,“f”‘. 
(2.5) 
Si X est un champ de vecteurs Cm homogene de degre 0 et a est dans QPa,kJ, 
alors: 
Xa E QSWlI2.k.E (2.6) 
Xa E QSm,k-l&l, si X est tangent a A (2.7) 
X0 E QSm,k-U/d,e+l, si X est tangent B A et Cl (2.8) 
xa E QSnl.k,e+l, si X est tangent a A, ,?Yl et Z2 (2.9) 
Si a est dans QSn”*k*e et drifie: a 2 rm dzk(r112 dA)c alors u-l est 
danSQS-~rn-“~-“. (2.10) 
Donnons maintenant un exemple de fonctions dans Qs’“,kJ; cet exemple 
servira en Section 3 pour Ctudier les proprietes habituelles: composition, 
adjoint et invariance par diffeomorphisme. 
Soit A un cone, et U le cone A x RP x RR, oh les homothtties sont defmies 
par: +, x, 6) = (W, z, X). 
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4 est assimile au cone 4 x (0} X (0) (z = 0, 5 = 0). Soient Er et Z2 deux 
sous-c8nes fermes Coo transverses de 4, assimilb a des sous-cones de G. 
Soit @ une application C” homogene de degri: 1 de U sur 4, dont la restriction 
2 4 est l’identid; on a la proposition suivante: 
PROPOSITION 2.2. Sous ces lgpothdses, si a est dam S7”(4, .Zl , Ez), a.2 CD 
est dans QS~.Ly”-( U, Z; , .& , 4). 
D&nonstration. L’application (u, z, iJ ---f (a(~, z, j), z, t;) d&nit un di%o- 
morphisme d’un voisinage conique de 4, qui conserve A. Les classes 
S~~k(A, .Zr , 2s) et QS~3k3’( U, .ZTr , 2s ,4) Ctant invariantes par diffeomorphisme, 
on peut done supposer que Cp est la projection de U sur 4. 
Soit done a dans S7k(4, Zr , Z2), a ors 1 a 0 @ = a (symbole independant de 
z et 5). 
Dbignons par Jd l’ideal des fonctions Cm homogenes de degre 0 sur U qui 
s’annulent sur 4, et par convention, on notera JA@, l’espace des fonctions C* 
sur U homogenes de degre 0. 
Soit X un champ de vecteur sur U, s’il est tangent a A, on a: 
Si Y est tangent 2 4 et Zr , on peut Ccrire: 
y = y’ + y” 
oh Y’ est un champ independant de (z, 5) tangent B Zr , et Y” un champ nui 
sur A, done: 
Si Z est gangent 2 4, ,Zr et Ea , on obtient de la m&me maniere: 
On en deduit plus generalement que, pour tous champs de vecteurs homogenes 
de degre 0, Xg , Yi , Zi, Wi , avec X$ tangent B 4, Yi tangent a 4 et Z; : Zl 
tangent & A, Zl et Z2 , on a: 
E C ( JA)ti+6’-d+Su. m k-P,-Z-Z'((~,-Z)/u)-(S-i) 
Z<P, 
I'@ 
i$S 
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Soit & la fonction definie en (1.1.2) dans le cone. 4, et dz et dA les fonctions 
definies dans U par (2.1) et (2.2); on a: 
Les differents termes de (2.11) sont major-es par: 
avec 
@A) 
(z+z’--i)+rmd”~-Pl-z-z’-((““-z)ILL)-(S--i) 
i<s 
e < P? 
1’ d 4 
(2.12) 
En utilisant (2.12), ces expressions sont majorees par: 
Ceci termine la demonstration. 
La lettre T designe toujours une fonction Cm strictement positive, homogene 
de degre 1 sur 4, que nous identifions a une fonction sur U, independante de 
(z, r>. 
Soit maintenant a dans QSr>“T”(U, Z; , ,.&, d), nul pour (l/r j 5 1 + 1 z [ > 
c > 0). Posons I(a) = j e%(u, z, 5) dx d{, ‘u E 4. 
PROPOSITION 2.3. Avec les notations ci-dessus, I(a) est duns SF,“(A, .Zl , Z;). 
Dknonstration. Compte tenu de la Proposition 2.2, nous renvoyons au 
Lemme (2.8) de [3] et B la demonstration de la Proposition (2.6) chap. I de [7]. 
3. OPBR~TEURS PSEUDODIFFC~ENTIELS 
Soit X un ouvert de W, U le cone T*X\{O), et ..Zr , & deux sous cones fermes 
transverses de U. 
A toute fonction a(~, [), Cm sur X x Iw”, dans SrVk(U, Zr , Zs), on associe 
un operateur a(x, D): Csffi(X) -+ Cm(X), defini par: 
a(x, D)f = (27r-‘” s eixf a(x, of(t) d,$ 
On notera OPSr*“(X, Zl , .&) 1’ ensemble des operateurs a(x, D) + R, oti a 
est dans S,“.‘(U, ZI , Zs) et R est a noyau C”. 
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Compte-term des Propositions (2.2) et (2.3), on renvoie a [3] ou h la demon- 
station de la Proposition 1.1, Chap. II de 171. 
Dans le cas oh a est dans %r,” (U, 2; , Zr,) (cf. Proposition 1.2.), on peut 
dormer un developpement plus precis pour a ‘1 b 
En effet 
et pour j a: 1 > k 5 1, on a l’inclusion: 
& 
wm’-lal,k’-Id c 5m+m’-l/2,1:+7~’ 
II 
car d,-' 5 +1/S. 
On a egalement la: 
PROPOSITION 3.2. Si A est dam OPSr7”(X, Zl , X), A* est duw 
OPSyyX, z1 ) Lg. 
Compte-term des Propositions (2.2) et (2.3), on renvoie a [3] ou a la demonstra- 
tion de la Proposition 1.2, Chap. II de [7]. 
Enfin, iI resulte de considkrations analogues .5 celle du chapitre II de 171, 
(Proposition 1.3), I’invariance de la classe OPS7tk(X, Z; , Zz) par diffeomor- 
phisme. La classe peut done &tre definie sur une sari&. 
il. DEFINITION DE L'OP~RATEUR DIFF~RENTIEL n, 
Soit X un ouvert de Iw” et (Zr , .Za) deux sow-canes fermes Cm transverses 
de T*X\(Oj. 
0 n pose 
OPxunyx, -p1 , LYJ = (-) oPs,“-yx, 2, , x2,> (4.1) 
j 
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Un operateur dans OPxii* est de la forme a(.~, D) + R, oh R est ?I noyau Cm 
et a(x, 6) est un symbole d’Hermite (cf. Section 1.4). 
Si A est dans OPSzT”(X, ZI , &) et H est dans OPZZ’, alors H* est dans 
OPYfz’, A o H et Ho A sont dans OP%~i”‘-“f2(X, ZI , &,). Ces affirmations 
resultem de la Proposition (3.1) et de la Definition (4.1). 
Lorsque a est dans !$I:>“, on peut obtenir un developpement plus precis 
du symbole (a o A) de AH. On utilise pour obtenir ce dkeloppement, un systeme 
de coordonrkes locales (ul , u 2 , v, Y) dans un voisinage conique d’un point de 
.Er n ,?Z’e , les fonctions un , uzi et vi &ant C” et homogenes de degre 0, et ,Zk 
(k = 1, 2) &ant defini localement par {ukj = 0, j = l,..., vk}; a admet alors 
un developpement asymptotique: 
co 
a - C S-j12 
j=l 
(4.1 bis) 
en termes homogenes de degre m -j/2, et a,,-j12 est pour j < k, du type suivant: 
am-j12(U1 , u2 , v, ~1 = c arupj(u1 Y  u2 3 v9 r, u1°u2B (4.2) 
[a[+(lL3llu)=k-.? 
oti amsj est Cm et homogene de degrC m -j/2. 
DEFINITION 4.1. On pose, pour a duns %Fsk, 
Tk4ul , u2 , v, r> = i 1 a,dO, 0, v, r) V42s 
i=O lal+(lBlld=k-i 
On verifie aisement que: 
a - T,a E S~sk+lip 
et, par consequent, que si H est dans OPT?:‘, de symbole h, on a: 
(a _ Tka) o h E ~~+wi-klP--ll2u 
(4.3) 
(4.4) 
On aura besoin Cgalement du: 
LEMME 4.2. Soit A dam OPSrYk, un ophateur de symbole a dans ‘$I:?“; 
Soient iIJ,% , Uzj des ophateurs pseudoda@entiels classiques de symbole uIi , uej , 
alors ,4 admet la d&omposition suivante: 
o& les A-~Bj sont des ophateurs pseudodz@wntiels classiques de degre’ m - j/2. 
On est maintenant en mesure de demontrer la proposition suivante: 
(4.5) 
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PROPOSITION 4.3. Soit p un. entier sup&ieur ou &gal L? 2; alors, si a est duns 
9IFl”(X, ZI , .I?&), il existe un op&ateur difftfrentiel unique sur sP’(iFW”~), li coe$- 
cients polynomiazlx: 
ax - c (4.6) 
lal+(lBIld+lYl<~~ 
a&v, r> ulCQ2@ ‘A&-- ’ 
t 1 
ozi agis,,(v, r) est C” et homo&e de degre’ m - k/2 - j y  j/2 + 1 a l/2 f  1 13 1/2~, 
tel que, pour tout h duns S,“‘, on ait: 
(a o h - a, . h(u, , u2 , v, y)) E x;+m’-hi’2-(li2uj (4.7) 
Dkmonstration. I1 suffit, en vertu du Lemme (4.2), d’etudier: r+ 0 h, ZCzj 0 12, 
et c 0 h (oti c est un symbole classique dans ,.F(X x W)). 
Remarquons tout d’abord que l’on a: 
a Yh E &Ti+(iVh), DsYujk, E S-‘do, D,Yc ~ S”-‘d.0 
z !A . cc - II (4.8) 
On en deduit: 
242~ o h - (Ulj * h) E X~‘-“‘” (4.10) 
c 0 h - c . h g x;+“- (4.11) 
Nous allons preciser (4.9) et (4.11) 
h E &9WWZ’--1/2rr 
en tenant compte de (4.4). On a: (c - T,c) 0 
P 
(4.11) devient: 
c o h _ (T,c) . h E #;+m’-(1’2u) (4.12) 
Si c s’tcrit c(ul , up , v, r), (T,c} qu’on notera egalement c/Z; n Es est le symbole 
4% 0, v, r). 
Precisons maintenant (4.9). On obtient d’abord, en raison de (4.3) et (4.4) 
que : 
Considerons ah/ax, . 
Si h est dans z?‘, en decomposant a/ax, en un champ tangent B ZI et un 
champ normal B .& , et, en utilisant (4.3) et (4.4), on obtient que: 
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Posons: 
Remarquons incidemment que: 
CA.fi - &) = &tj , %i>/4 n 22 
Alors (4.9) se precise sous la forme: 
(4.14) 
lclj ,, l2 _ ulj . 11 + f 2 /iji . $ h E X-~‘-l’-u (4.15) 
z=1 1Z 
La Proposition (4.3) r&he alors de (4.10), (4.12), (4.15) et du Lemme (4.2). 
L’optrateur a. est plus pdcisement de la forme suivante: 
k 
a,=C C E,yej(O, 0, 21, T)  (Ul + f A ’ &)” ULa (4.16) 
j=o [aj-t(lBl/d=k-j 1 
oh a&O, 0, ‘u, r) est le symbole principal de ~~,,j restreint a (& n XJ. iiesj 
est homogtne de degre (m -j/2), A est la (Ye x v~) matrice, homogene de 
degre - 1, definie en (4.13). 
Rematque 4.4. us peut Ctre considere Cgalement comme un operateur sur 
Y(IW), dependant des parametres (up , v, Y) dans W x. (& n &). On drifie 
que, pour f dans S(iW), a, s’ecrit: 
(4.17) 
5. CONSTRUCTIONS DES PARAM~TRIXES 
Soient X un ouvert de W, ZI et & deux sous-cones CcG fermes transverses 
de T*X - {O] et p un entier 32. 
Soient wz E [w, k un entier >O, et a(%, 0) un operateur pseudo-differentiel 
sur X dont le symbole a(%, E) est dans %r*“(X, & , &). On suppose que a(x, D) 
est elliptique hors de Z; n Za et que tout point de ZI n Za possede un voisinage 
conique dans lequel on a: 
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T&O&ME 5.1. Si a(x, D) v&jie les hypothdses ci-dessus, les pr&%,ie’tf% 
suivantes sent 6qwivalentes: 
(i) a(x, D) posskde une parame’trixe A gauche (resp. Li droite) & dans 
oPs,-~“‘-“(x, z;l ) 22). 
(ii) L’opf%ateza a,(~, , a/&, , u2 , ., v  r) est invertible 6 gauche (resp. d 
thoite) dans .Y”‘(lF$) resp. dans CY(Wl)), pow tout u2 dans [WY? et pour tout point 
(v, r) de Z; 17 Z2 _ 
(iii) a(x, D) h, est ypoelliptique avec perte de k/2 dt?rivbes 
(i) 2 (iii) resulte des proprietes de la classe OPS;“‘3-” 
(i) * (ii) est aise. 
Les deux points delicats sont (iii) ti (ii) => (i). 
Point (ii) j (i). On va dans la suite construire une parametrixe a droite. 
L’hypothese (5.1) implique l’existence de 0, dans OPS;“‘3-L tel que: 
a@, D) .Q, = I - R, 
avec R, dans OPS;13-2. En utilisant la Proposition 1.3.3, on construit 0, tel que: 
u&x, D) .Q, = I - R, 
avec R, dans OPx”,O. 
Soit r, les ymbole de R, , qu’on peut supposer nulle pour / ur / f  1 U, 1 > 1, r, 
est dans XUo. 
On designe par Sm(Z; n & , RQ+~~) l’espace des fonctions C” sur 
(4 n &:2> x 52 *1+*p a decroissance rapide a l’infini dans UW+Q ainsi que toutes 
leurs d&-iv&es, uniformement sur tout compact de Z; n 2Y2 .
On peut alors d&ire les symboles de XUo de la facon suivante: Une function 
12 dans S-+Yr n Z2 , lW+*~), nulle pour 1 U, / + / u2 j assez grand, est dans 
ZUTpZ, si et seulement si l’ensemble des fonctions h,, definies pour A 3 1, par: 
h&l1 , u, , v, 1.) = h(X-l:“zc, , X+liue , ‘L)> AT) 
est bornee dans S-m(,XX n ,Z2, [Wv+n). 
C’est en effet equivalent aux majorations (1.4.4). On demontrera a la Section 
suivante: 
PROPOSITION 5.2. Sous l’hypothdse (ii), a, admet urz invwse ci droite B, qui 
est continu duns Fm(& n ,X2 , Ry~+v~). 
En raison de 1’homogCnCitC des coefficients de a, , son inverse B verifie 
B(h,J = A-m+kp(Bh), . 11 en r&n&e que B envoie TUo dans X;“‘+ri~e. 
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Soit alors qa = Bra pour / u1 / + j Us 1 < 1. On a: 
a, . q3 = YE pour iZGl1t Iu2I -==E 1, 
d’oh a(N, 0). Q, - R, dans OPZ; 1/2U d’apres la Proposition (4.1). Q3 designe , 
ici l’operateur de symbole q3 . 
On a alors: 
a@, D)(Q2 + QJ = I+ 4 
avec R, dam OPX;1’2“. 
11 existe un optrateur Qa dans OPSE*' tel que: 
Q4 = (I + R&l 
Si on pose Q = (Q2 + QJ Q4, on a bien la parametrixe cherchee. 
Pour achever la demonstration de (ii) 3 (i), il nous faudra demontrer la 
Proposition (5.2). Pour cela, nous Ctudierons B la section suivante, une classe 
d’operateurs B coefficients polynomiaux sur Y(lW x IW), dependant de maniere 
Cm dun parametre X (dans I’application, X sera un point de Z1 n Z2). 
Le point (iii) j (i) sera dCmontrC a la Section 7. 
6. UNE CLAUSE D'OP~TEURS PSEUDODIFF~NTIELS 
DEPENDANT DE PARAMkTRES 
Soient v  1 , v2 et p des entiers, avec p superieur ou Cgal a 2. Soit Z une variCtC 
Cm, dont la variable est design&e par A. 
DEFINITION 6.1. Si k est dans R, on designe par SUk(Z, lW, W), l’ensemble 
des fonctions a@, z~i , up) dans Cffi(Z x R’L x IW) telles que, pour tout compact 
K dans ,Z et pour tout multiindice (01, 011, 01~), il existe une constante positive c 
telle que: 
On designe par Sz,,,,(.Z, UW, R’z), 1 e sous-ensemble de SUk constituC des 
fonctions a(& zci , 2 u ) admettant un developpement asymptotique: 
ou les akej sont (1, l/p) quasi-homogenes de degre (k -j), c’est a dire tels que, 
pour tout t > 0; 
akej(A, tz+ , t11uu2) = t”-ja(h, U, , UJ (6.3) 
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Soit d’autre part une (IJ~ x v,)-matrice d(h) a coefficients reels dependant de 
man&e C” du parametre h dans 2. 
A tout symbole a dans ScLB, on associe un operateur a,(& ~a) dans Y’(!W) 
d&pendant du parametre (h, ~a) dans Z x iW, defini par: 
On verifie (cf. [4]) que a,(& ZQ) est continu dans 9”(lW) et que l’application: 
est continue dans Sm(Z, W1+Vz). 
On a le resultat suivant pour la composition (cf. [4]). 
PROPOSITION 6.2. Soient a dans S,,k(,Z, R’1, F??) et b duns Sz’. Alors 
aA 0 b, = c, oii c est duns SE+“’ et donnie par: 
c(k 81 , us) = 
s 
dx d{ 
eiz” a@, u1 + A[, U-J b(X, u1 - x, ua) __ 
(29+ (6.5) 
De phs c admet le dheloppement asymptotique suivant: poztr tout N, 
De m&me, 
PROPOSITION 6.3. Si a est dans S nk, il existe b duns SUk tel que (aA)* = b, . 
La loi de composition definie par (6.5) munit U,S~,,,(E, &I, IFPa) dune 
sturcture d’algebre, que nous noterons 9A . Le probleme que nous nous posons 
est d’etudier l’inversibilite dans PA d’un symbole a dans S$eg . 
Nous dirons que a dans Sz,r;,res est elliptique, si son symbole principal uk 
verifie 
I1 resulte alors de (6.6) et (6.7), par des techniques classiques, que a admet 
une parametrixe b’ dans S;-“, telle que: 
r = a o b’ - 1 E S-=‘(& [w?+“~) (6.3) 
PROPOSITION 6.4. Soit a duns SE,,,g, un symbole elliptique. On suppose 
qu’il existe un point h, duns Z tel que, pour tout u2 dans RQ, u~( X, , ug) soit inversibb 
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d. droite dam Y(Wl), aloes, il existe un voisinage V de A, dans G et un symbole b 
dam S;“(V, LW, W) tel que, pour tout (A, uJ dans V x W, on ait: 
a,(,\, up) 0 b,(h, .uJ = I 
DCsignons par ZA(h, us) la classe des symboles de $‘A considCrCe au point 
(A, uJ. Cette classe est identique ?+ la classe &tudiCe dans [4] Section 2. 
Si a,(&, , uzo) est inversible $ droite dans Y(Pl), il rhlte de [4], que a,A(ho , ~2) 
est inversible h droite dans Z,(h, uzo), et de plus qu’il existe un voisinage U de 
(h, , ueo) dans .Z x W, tel que a,(& UJ soit inversible dans yd(A, Us), pour 
(A, zig) dans U, et l’inverse b,(h, Us) est tel que l’application: 
est C5 de U dans Fffi(lW). 
Soit Sv2 = WU{co}, le compactifik de W. Dire que r est dans .!F(Z, iRV~+U~) 
Cquivaut 2 dire que l’application (A, UJ -+ a(h, ~a) est Cm dans iT x sy4, a 
valeur dans L--a(lPl), et qu’elle est nulle d’ordre infini aux points (A, +a). 
C’est le cas de la fonction r(X, u*), oti T est dtfini par (6.8). 11 rksulte de [4] qu’il 
existe un voisinage TV’ de (A, , oz) dans ,Z x Sy2 tel que 1 + r(h, VJ soit inversible 
pour (A, Us) dans IV et son inverse est de la forme 1 + s(A, ug), oti s(h, u.J est 
P dans W a valeurs dans Y-“(R’l). Nkessairement, s(A, Q) est nul d’ordre 
infini aux points (A, a). D’qti: 
a(& u.J 0 b’(A, ~2) 0 (1 + s(A, u,)) = 1 (6.10) 
pour (A, UJ dans TV. 
En “recollant” par une partition de 1’unitC en u2 , les inverses obtenus en 
(6.9) et (6.10), on montre qu’il existe un voisinage V de A0 , tel que, dans ‘If, 
il existe b(h, ue) dans SL~(V, Iwyl, W), tel que: 
Dthonstr-ation de la Proposition 5.2. CompteAtenu de (4.16) et (4.17), on 
roit que Pr est bkn de la forme a, , avec comme symbole (T,:a) (2~~ , u2 , v, r). 
On applique alors la proposition (6.4), et le point (6.4). 
7. CONDITIONS NBCESSAIRRS 
On renvoie k la Section 5 de [4], dont nous nous inspirons, aTiec quelques 
modifications adaptkes ?+ notre situation. 
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Soit a(r, [j - Cy=, u,-~,,,(x, E) le d’ 1 eve oppement asymptotique de n o-;? 
~l,,-~~~ est homogene de degre nz -j/2. On pose 
I1 est clair que: ~“(a + b) = O”(U) + a”(b)? et l’on verifie que: aE(a 0 b) = 
u”(a) c OS-@). 
On reprend les notations de la Section 4. On choisit un systeme de coordonnees 
locales: (1~~ , z+ , z, 1.). On verifie (cf. Proposition 1.2) que n est dans 
wy(x,& ,&)(p > 2) si et seulement si, pour tout .I+ dans L@, tout (v, r) 
dans .X1 n X3 ~ on a: 
admet une iimite lorsque T tend vers 0. 
On note alors: 
(7.3j 
u:y(u 0 B)(zQ) = u~n,T)(u)(u2) 0 c&)(6)(U2) (7.4) 
pus pnrticuhrs. Si a est Cgal a u,B, (avec ( /3 j = p), on a, pour zlaQ dans WY’, 
&,,,(u,“,(u,“) = zq (7.5) 
Si a est Cga! a ulj , on u: 
utv,rj(Zllj)(Z$O) = C Bjk~‘k + C CjkDqk 
1C k 
Rappelons que l’on avait, pour a Cgal B UP (avec i fi ! = p): 
(7.4) 
et pour n &gal 5 2c1 
3 
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11 resulte alors de la Section 5 de [4] que pour tout a dans ‘%F’“, tout usa dans 
Iw”p, tout point (a, Y) de 2, l’inversibilid de a,: dans Y ou S’(Wl) est Cquivalente 
a la meme propriete pour o~,,~,(u)(u,~) dand Y ou Y(W). La demonstration 
de la condition necessaire se deroule alors comme dans [4], une fois que I’on 
a dtmontre le lemme suivant: 
LEMME 7.1. Soit A de symbole a(x, 8) duns a:‘“; alors, si A est kypoelliptique 
azlec perte de k/2 dtGiz@es, il existe, pour tout point (v, r) de Z1 n Zs , zme constante 
C positive telle que pour tout u1 dam IF@, tout # duns ,sP(FP), on ait: 
II 4 II&p, d c II 4dW4 . * lgqggn) (7.9) 
Dhonstratio~z. Elle s’inspire de [8], [9] (cf. Cgalement [6]). D’aprb [8], 
pour tout N, pour tout compact K dans X, il existe une constante C positive 
telle que, pour tout x dans K et tout 6 (avecl 5 1 3 1) dans BP, on ait, pour toute 
16 dans P’(W): 
IEI-kll~ll~~~~(l!~,,,,,gLII~~+/~I-N c ~I~%‘?l”dv (7.10) 
la+!3I<ii 
oh on a pose: 
On choisit N = k + I, et on applique (7.10), au point 
(0, A-lkl, ) 27, AT) 
Onsupposequer = /[I = 1. 
On fait tendre h vers l’co; compte-tenu de la definition de am,,, on en 
deduit le resultat. 
8. G~N~RALISATIONS 
Dans cette section, nous ne pretendons pas B la rigueur; les d&tails sont laisses 
au lecteur. 
Soient X un ouvert de W et Zr ,..., 2$ des sous-cones Cm fermb, transverses 
dans T*X\O au sens suivant: au voisinage de chaque point de Zr n ... IT & , 
Zi est defini par des Cquations uij = 0 (j = I,..., vi), et les differentielles 
duij sont indLpendantes. 
Soient pr ,..., tie des entiers >l, tels que: 
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Soient ni dans 53, k un entier non-negatif. On dtsigne par %F;,F..,,,(X, .& ,..., &) 
l’ensemble des symboles a(x, [) d ans 9”(X) admettant un developpement 
asymptotique a -Co +m am-j,2 dont les termes sont homogenes en t de degre 
m - j/2 et admettent pour j < k, au voisinage de chaque point de 
2 = Zr n ... n ,Zt , un developpement de la forme suivante: 
On suppose que a(x, 0 dans !IFk est elliptique hors de 2 = Zi n ~ .. n Zf et 
que, dans un voisinage conique de chaque point de .E, on a: 
11 existe alors des fonctions vi C” homogenes de degrC 0 telles que: 
(%j P vj r y)(y = I 5 I) f  orment un systeme de coordonnees locales dun voisinage 
conique du point de ,YZ consider& 
Pour tout a dans %F9’, on pose 
I1 existe un operateur differentiel a, unique de la forme: 
avec u,,~(zJ, r), Coo h omo g ene de degre m - k/2 - l/3 j/2 + &zl j ai j/2pf 7 
tel que pour tout b dans ‘W’J’, on ait T,+,(a 0 b) = a, . T,,(b). Dans un voisi- 
nage conique de chaque point de .?Z, il existe une fonction dz telle que: 
Si m et k sont des nombres reels, on dirfinit une classe de symboles 
s ~:..,,cx & T.--f a, comme I’espace des fonctions C” sur T*X\fO} telles 
que, localement on ait: 
On designe par OPS,“::F..,,e(X, ,Z1 , . . ., &) l’ensemble des operateurs a@, 0) + T 
oti a(x, 0 est dans Srl;!.,,Ue et R est B noyau Cc. Les resultats des Sections 1,2, 3 
s’etendent a cette classe d’operateurs (nous n’avons pas vCrifiC les details). On 
obtient alors 
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TH&OR&ME 8.1. Soit a(~, 6) duns 91zy" el&tique hors de ,Z = ZI n ... n L” 
et e&$iant (8.2). Al 01’s les conditions suivatates sont ,4quivalentes: 
(i) a(x, D)p osse ‘d e unepmanz&trixe bgauche (wsp. h droite) dam OPS;“+-12. 
(ii) az(.ul , a/au1 , u, ,..., ue) est inversible h gauche (resp. ri droite) dam 
Y’(W) (resp. duns Y(lW)) en toutpoint de Zetpour tout (uZ ,..., Us) dam W+*.-+@. 
(iii) a(x, D) est hypoelliptique avec perte de k/2 d&ivies. 
9. EXEMPLES 
Cet exemple pourrait Cgalement &tre trait6 en utilisant [9] et [2]. 
On note (x, t) la variable de W(x E [Wnek, t E RF) et (E, T) la variable duale. 
On -consider-e l’operateur: 
p(x, t, D, , Dt) = f  D:j + a(x, t) ‘i’ D& + “F bj(x, t)D, 
1 .j=l j=l 
oti a(x, t) et b,(x, t) sont Cm sur un ouoert X de BP. On suppose que a est reel 
et strictement positive en dehors d’une sous variCtC C”S de X. On suppose 
qu’au voisinage de chaque point de S, il existe un systeme de coordonnees 
locales (ulj , uaj, vj) de X, tel que S soit definie par les equations (z+ = 0, 
z#pj = 0) et que a(x, t) admet, dans ce voisinage, un developpement de la forme: 
a(x, t) = C a&x, t) ula(x, t) u&x, t) 
lu/+(lfqlu)=2 
oh p est un entier plus grand ou Cgal a 2. 
On suppose, que, au voisinage de chaque point (x0 , tO) de S, il existe C > 0, 
tel que: 
4, 4 b C(l ul 1 + I u2 IT 
Si on pose 
Xl = ((x, t, f ,  7) E T*X\{O}, 7 = 0, ad&, t) = 0 si j G ~~'1) 
E2 = {(x, t, f ,  7) E T*X\{O}, uej(x, 2) = 0 sij < v2} 
On verifie que p(x, t, Dr , 0.) appartient a %:“(X, ZI , zl,). Nous allons calculer, 
en tout point x = (x,, , t, , &, , 0) de Z; n .& (avec j 4 j = l), I’operateur 
ad+ , +% , u,) defini au Section 4. 
On complete le systeme de coordonnees (uU , uzj , vi) en posant: 
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Ona 
On obtient, au point x = (x,, , t,, , E,, , 0), 
Alors si cet operateur est inversible a gauche dans Y’(W x R”1) pour tout z 
dans .Zr n Z2 et tout us dans [WY”, l’operateur P est hypoelliptique avec perte 
de une d&i&e. 
Cus padculitm. (a) Si ur est independant de t, la condition peut alors 
s’ecrire plus simplement: V(xs , to) E S, Vt E Rn-7z, / 5 / = 1: 
(b) Si or = k, urr = tl ,..., zcIb = t, , la condition peut alors s’ecrire 
plus simplement: 
Vu, E R”z, Vxo E iJPk, tel que (x0 , 0) E S, Vt E KY-*, / 5‘ / = 1, 
Ker ‘i:DFj+ 
( 
n--U 
C U,p(Xo , 0) t”Uaa + 1 bj(Xo , t(J>fjo 
j=l lU[f(lBl/P)=z j=l 1 
n (Rk) = 0. 
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